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6 第 2章 背景
図 2.2 磁気光学トラップ (MOT)． 図 2.3 MOT中の磁気副準位．
●偏光勾配冷却 偏光勾配冷却では、冷却に用いる遷移の下準位が縮退していると同時に、上準位の全角
運動量が下準位よりも大きいことが必要である。アルカリ原子でこの条件を満たす準位構造は図 2.4のよ
うになる。この準位構造をもつ原子は光学遷移 (m = 1)を引き起こす  円偏光下において、以下 2
つの性質をもつ。
1. + 円偏光下で吸収と放出を繰り返すことにより、原子は g+ の準位に集まり、  円偏光下では
g  の準位に集まる。(光ポンピング現象)。
2. レーザー光との相互作用によるエネルギー変位量は下準位から上準位への遷移強度に比例する。つ






図 2.4 F = 1=2! F = 3=2のエネルギー準位と
遷移強度．






























8 第 2章 背景
図 2.7 蒸発冷却の原理．
2.1.2 観測方法











図 2.8 Time of Flight(TOF)の概念図 [5]．
図 2.9 TOFによる空間密度分布。BECの転移温















2.2 節で述べるが光学格子中の原子の運動は Hubbard model を用いてうまく記述できる。Hubbard











をもつようになる。ここで rj は原子が持つ電子一つ一つの位置演算子である。電場 "により誘起された
双極子モーメント dは再び電場 "と相互作用をする。その相互作用エネルギーは
H 0 =  d  " (2.2)
と書ける。
電場があまり大きくなければ、dの期待値は "に比例するはずであり、
hdi = " (2.3)
と書ける。ここで  は分極率である。また、電場 " の微小変化に対するエネルギーの微小変化は




となる。一方、摂動論的にH 0 =  d  "を取り入れることを考える。電場が無いとき、原子の基底状態は
空間反転対称性をもつと考えてよい。すると、基底状態における電子の位置演算子の期待値は対称性から











jhejd  ^ jgij2









jhejd  ^ jgij2
Ee   Eg (2.6)
となる。
次に、時間依存する電場 "(r; t) = "we iwt + " weiwt を考える。電場は実数なので "w = " w という
条件がつく。先ほどと同様に電場 "(r; t)による摂動を考える。二次の摂動に寄与する遷移はエネルギー
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2 (Ee   Eg) jhejd  ^ jgij2



























"z = "0 cos (qx  wt) + "0 cos ( qx  wt)
= 2"0 cos (qx) cos (wt) (2.10)
と書ける。これを 2乗して時間平均をとれば、
h"2zit = 2"20 cos2 (qx  wt)



















である。こうして、波長  = 2=q のレーザー光を用いて、格子間隔 d = =q = =2、ポテンシャルの深
さ V0 = 2(w)"20 の一次元光学格子を実現できる。格子間隔やポテンシャルの深さは照射するレーザー光
の波長や振幅を変えることで調節可能である。同様に、三次元単純立方格子は 6つのレーザー光を x; y; z
軸それぞれの正負反対方向から照射することで、
V (x; y; z) =
V0
2




2.2 光学格子上の原子系と Hubbard model
2.2.1 Bose Hubbard model
固体物理学において、Hubbard model は周期ポテンシャル中の多電子系を記述する有効モデルとし
てよく用いられる。同様に、光学格子による周期ポテンシャル中の Bose 原子系は Bose Hubbard(BH)
modelによりうまく記述できる。本節では、これの導出をまとめる。
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ブロッホ関数 'k(r)は量子数 k で指定され、空間的に広がりをもった関数になっている。一方で、こ
れの Fourier変換で定義されるワニエ関数 wi(r)は格子点 Ri に強く局在した関数となっている。*1 一








































































ここで、ワニエ関数 wi(r)は格子点 Ri に局在した関数なので、tij で寄与が大きいのは iと j が隣り
合った格子点の時である。相互作用 Uijkl に関しては、短距離相互作用を考えオンサイトの寄与だけを採
*1 ブロッホ関数とワニエ関数については付録 Aにまとめた













n^i(n^i   1) (2.19)
と書ける。一般的にはこの形が、強結合近似での BH model として広く用いられている。ここで、
n^i = b^ib^
y

















2.2.2 Bose-Fermi Hubbard model
上記と同様の議論から、光学格子中に Bose 原子と Fermi 原子を混ぜた系は Bose-Fermi Hubbard
model で記述できる。2.1 節で紹介したように、実験においては磁気トラップにより原子を一定空間に
捕捉するため、原子の磁気モーメントは偏極していると考えられる。よって、ここではスピンレスの
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f  ^f +
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2
 ^yb  ^
y
b  ^b ^b
i
(2.22)
と書ける。ここで、 = f; b とした。gbf = 2~2abf=, gbb = 4~2as=m はそれぞれ Bose-Fermi
間、Bose-Bose間のオンサイト相互作用であり散乱長 f、s で特徴付けられる。また、は Bosonと
Fermionの換算質量である。









































































n^i (n^i   1) (2.26)
を用い、スピン系での平均場近似とのアナロジーで議論を進める。スピン系では磁化が秩序変数である
が、Bose系でこれに対応する量は < b^i >である。< b^i >が有限であることは系が BEC状態であること
を示唆する。今、外部ポテンシャルなどは考えず一様系を対象としているので、< b^i >はサイトに依ら









現する。ここでも同様の量をスカラー場 F  tz として導入する。




 (   1)   (2.28)
である。一方、小さいが有限の F が加わったときの系の応答は
< b^yi + b^i >= F (2.29)
2.3 Mott状態 15
と書ける。ここで  は応答係数である。F の微小変化に対するエネルギーの微小変化は dE =   <




である。また、< b^yi + b^i >= 2 、F = tz であることを用いれば、(2.29) 式から自己無撞着な方程式
















































となる。2行目の式変形では、粒子数  の状態を基底状態とし、0 を中間状態とした。また、これらのエ




U    +






fU   g f  (   1)Ug
+ U
(2.35)
この式は < b^ >=  6= 0である条件、すなわち BECが安定して存在するための条件を与えている。tは
正なので、1サイトあたり整数の粒子数 をもつMott相は  = (   1)U から  = U の範囲で存在す
る。この様子を図 2.11に示す。
Mott 相における zt の最大値 ztmax = 2=min について考察する。min は (2.34) 式の  微分がゼロ
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σ= 1  Mott
σ= 2  Mott
σ= 3  Mott
Superfluid phase
図 2.11 一様系 BH modelにおける Superuid-Mott相図．
である。これらの結果は文献 [7]で初めて得られた。











混合系における”Mott 相”は大きく分けて２種類存在する。ひとつは Boson、Fermion どちらか一









































図 2.12 捕捉ポテンシャル中の密度分布 [14]． 図 2.13 一様系 Superuid-Mott 相図における非
一様系の表現 (縦矢印)．
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2.5 O-diagonal connement(ODC)




系の BH modelでは、Superuid相と Mott相が共存するためにエネルギーギャップを伴う純粋な量子
相転移は観測できない (図 2.14)。
そこで Rousseau らによって提案されたのが O-diagonal connement(ODC) である [20]。これは、
従来の調和振動子型ポテンシャルの代わりに、空間的に変化するホッピング係数 t(r)を用いて原子を捕
捉するというアイデアである。具体的には、光学格子による周期ポテンシャルの深さを空間的に変化にさ
せて実現する t(r)を想定している (図 2.15)。以後 ODCとの対比で、従来の調和振動子型ポテンシャル
のことを diagonal connement(DC)と呼ぶ。
ODCを用いた BH modelも非一様系であることに変わりはないが、DCによる非一様系とは違い、エ
ネルギーギャップを伴う量子相転移を観測できる。これは、 が固定で t が空間変化する ODC 系を一













n^i(n^i   1) (2.38)
と書ける。ここで tij = t(i + j + 1)(2L   i   j   1)=L2 が ODC の効果を含んでいる。これは系の中
心からの距離の二次で定義されており、系の両端でゼロ、系の中心で最大値 tをとる (t 1;0 = tL 1;L =
0, tL=2 1;L=2 = t)。文献 [20] ではこのハミルトニアンに基づいて量子モンテカルロ計算を行っている。
その結果、エネルギーギャップを伴う量子相転移が存在することや、その相図が得られた (図 2.17, 2.18)。
図 2.14 非一様系における化学ポテンシャル と粒子数 Nb の関係。挿入図は一様系における と粒
子数密度 の関係 [19]．
2.5 O-diagonal connement(ODC) 19
図 2.15 空間依存性をもつホッピング係数．
図 2.16 一様系 Superuid-Mott 相図における
ODC系の表現 (横矢印)とDC系の表現 (縦矢印)．
まず、図 2.17 では化学ポテンシャル  と粒子数密度  の関係を一様系 (挿入図)、DC(赤色)、ODC(青
色)でそれぞれ描画している。これから分かるように DCでは の不連続性は見られないが、ODCでは
一様系と同様の不連続性が見られる。これが先に述べたエネルギーギャップの存在を示唆している。次に









図 2.17 化学ポテンシャル  と粒子数密度  の
関係。一様系 (挿入図)、DC(赤色)、ODC(青色)。
ODC ではサイト数 L = 70、オンサイト相互作用
U = 8、逆温度  = 20。

























































2. 詳細釣合：マルコフ連鎖における状態 iから状態 j へ遷移する確率を wi!j と定義する。これを用







































1 E(j)  E(i) < 0
e fE(j) E(i)g E(j)  E(i) > 0 (3.8)
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となり、これが式 (3.5)の条件を満たすことも容易に確かめられる。
3.3 量子モンテカルロ法
一般的に、量子系のハミルトニアン H^ は、局所的な相互作用を表す局所ハミルトニアン H^j の和
H^ =
P







































と書ける。数値計算を可能にするため、有限の L で近似を行う。つまり、逆温度  を 0 <  <  の範
囲で間隔  = =L に分割する。さらに、分割された指数関数の間に完備関係式 1 =
P





hi1j e H^1 ji2i hi2j e H^2 ji3i    hiLj e H^j jiL+1i    hijLj e H^j ji1i (3.12)
となり、e H^ を自由度の小さい局所的な演算子 e H^j の積に分解できる。hinj e H^j jimiが計算で
きるように、局所ハミルトニアン H^j をうまく選ぶことができれば、(3.12)式の計算が可能である。




P (i1;    :ijL) (3.13)
である。この表式をみると状態 filgが決まれば、その存在確率 P (i1;    ; ijL)が求まるという意味で系
は古典的である。また、もとの量子系での空間次元 dに加え、状態 iにつく添字 (トロッター方向)の分、





























として、ハミルトニアンを H^ = H^1 + H^2 に分割することが有効である。ここで、H^i;i+1 はサイト i と





hi1jU1 ji2i hi2jU2 ji3i    hi2LjU2 ji1i (3.17)
と書ける。ここで、Ui = e H^i と定義した。ここに現れるそれぞれの行列要素は粒子数表示の 2サイ




本研究の目的は 2.5節で紹介した O-diagonal connementを Bose-Fermi混合系に適応し、基底状態
の性質を量子モンテカルロ法により解析することである。とくに Superuid-Mott転移が数あるパラメー

































ODCの効果は空間依存性をもつ hopping係数 tbi、tfi で表される。本研究ではこれらを
tbi = tbi = t
4
L2
(L  i) i (3.19)
と定義した。ここで Lはサイト数である。以後、エネルギー単位として t = 1で系をスケールする。よっ















のため i が小さくなる。これとは逆に Superuid相ではコヒーレントな状態が実現しているため、ゆら
ぎが大きくなり、i も大きくなる。




































































































ハミルトニアン (4.1)式には操作可能なパラメータが多くある。我々はまず、Boson と Fermionが同
数ある系 (Nb = 15; Nf = 15)において、Bose-Bose間の相互作用 Ubb と Bose-Fermi間の相互作用 Ubf
を変化させたときの相図に着目した。したがって、他のパラメータはサイト数 L = 30、温度 T = 0:05、
に固定してシミュレーションを行った。また、3.4節で述べたように空間依存ホッピングは本研究を通し













図 4.1に矢印で挿入されている図はそれぞれのパラメータにおける空間密度分布と局所圧縮率 ti であ
る。これらの図を見ると、どのパラメータにおいても Bosonの粒子数密度が系の中心で支配的であるこ
とが分かるが、これは Bosonと Fermionの統計性の違いが原因である。パウリの原理により Fermionは
1 サイトでの二重占有が許されないが Boson ではそれが許されるため、ODC による捕捉効果が Boson
に対してより効果的に働き、このような結果を引き起こす。これを踏まえて、それぞれのパラメータ領域
の挿入図に関して定性的な考察をしていく。まず、(Ubb = 14 , Ubf = 0:5)は Ubb が非常に大きく、Ubf
が小さい領域である。ここでは Bosonと Fermionが同サイトに入ることでのエネルギー損失が少ないた
め、系が流動的になりMott状態が壊れている。
(Ubb = 8 , Ubf = 4)は、典型的な混合 Mott状態を形成するパラメータ領域である。混合 Mott状態で
は、全粒子数密度は常に整数値で一定に保たれるが、上記の理由から Bosonと Fermionそれぞれの密度
28 第 4章 結果
図 4.2 予想される相図の概形．
は一定にならない。
次に (Ubb = 2 , Ubf = 7)では、同じく統計性の違いにより Bosonが中央に集まる。さらには Ubf が大
きいため、Fermionは系の両端へ完全に追いやられ、相分離が起こる。中央に集まった Bosonは Ubb が














示した結果は Ubb = 14 , Ubf = 7、サイト数 L = 30、Bosonと Fermionの粒子数比が Nb : NF = 1 : 1
の結果である。*4 このパラメータでは全粒子数密度  = 1でMott状態を形成することは前節の相図から
分かっていて、その点において化学ポテンシャル  = @E=@が不連続になる。このことから、この系の
*2 グラフには示していないが、この空間領域では bi がゼロになっている。
*3 相分離と混合Mott状態が同時に起こっているとも言える。
*4 ここに現れる化学ポテンシャル は全エネルギー E を全粒子数密度 で偏微分したものと定義しているので、本当の意味で
の化学ポテンシャルではない。
4.3 化学ポテンシャル 29








係数 (ODC) を用いて Bose-Fermi 混合原子気体を捕捉することを考えた。この系における Superuid-


























(r) = E(r) (A.1)






















VGCk G = 0 (A.4)
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となり、格子の周期性を持つ関数 uk(r +Rn) = uk(r)と平面波の積で波動関数が書ける。これをブロッ
ホ関数と呼ぶ。ブロッホ関数は格子の並進操作に対して、





k+G(r) = k(r) (A.8)
Ek+G(r) = Ek(r) (A.9)
という周期性を持っていることが分かる。つまり、k の値が  G=2 から G=2 の範囲 (第一ブリルアン
ゾーン)の波動関数だけが独立である。






前節で紹介したように波数 kとバンドのインデックス で指定されるブロッホ状態 k = eikruk(r)








と書ける。BZは周期的であるので、すべての BZで w0 は同じものになる。よって、w0(r)は BZの体
積で規格化されるべきであり、規格化定数 A = V=(2)3 と書ける。格子の並進ベクトル Rn の平行移動
を与える位相因子 eikRn を (A.11)式の積分に含ませれば、w0 と直交する他の状態をつくることができ
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